Stabilite de I'holonomie sans structure de Frobenius : cas des 

courbes 

Daniel Caro 



Abstract 

By using Christol and Mebkhout's algebrization and finiteness theorem, we prove that in the case of smooth 
curves, Berthelot's strongest conjecture on the stability of holonomicity is still valid without Frobenius structure but 
under some non-Liouville type hypotheses. 
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Introduction 

Soit V un anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques {Q,p), de corps residue! k suppose parfait, 
de corps des fractions K. Soient X un V-schema formel lisse, 7b un diviseur de la fibre speciale Xq de X, il I'ouvert de 
X complementaire de Tq. Berthelot a construit le faisceau sur X des operateurs differentiels de niveau fini et d'ordre 
infini note 2)^q ; ce dernier correspondant a la tensorisation par Q (indique par I'indice Q) du complete faible p- 
adique (indique par le symbole « t ») du faisceau classique Dx des operateurs differentiels sur X. Enfin, en ajoutant 
des singularites surconvergentes le long de To, il construit le faisceau 2)^(^7b)Q sur X (voir |Ber96b| ou OBer02ll ). 
On designe par F-Dj^pj,(2)^-(^ro)Q) la categoric des complexes de CD^(^7b)Q-modules a cohomologie coherente et 
bornee munie d'une structure de Frobenius, i.e. d'un isomorphisme 2)^(^7b)Q-lineaire de la forme F*{E) £ avec 
F* designant I'image inverse par I'endomorphisme (ou une puissance) du Frobenius absolu Xq — > Xq. 

Soit £ G ^-^coh(-^x(^^o)(Q))- Berthelot a conjecture (voir lBer02. 5.3.6.D)]) que le F-complexes £ est holonome 
si et seulement si £|il est holonome. Cette conjecture a ete validee dans le cas oti Xq est une courbe propre (voir 
||Car06b|) puis une courbe (voir fCTOSl) et enfin une variete projective(voir |Car09d|). 

Nous nous interessons ici a une extension sans structure de Frobenius de cette conjecture. D'une part, via la 
caracterisation homologique de I'holonomie de Virrion (voir llVirOOl ). il est possible d'etendre de maniere naturelle 
la notion d'holonomie en nous affranchissant de la structure de Frobenius. Cependant, si on ne fait aucune hypothese 
supplementaire qui permettent d'exclure les problemes lies aux nombres de Liouville, la conjecture de Berthelot 
sans structure de Frobenius est fausse. En effet, lorsque Xq est propre, le probleme est qu'il existe des D''^('Tq)q- 
modules coherents, Ox(^7b)Q-coherents dont les espaces de cohomologie /?-adique ne sont pas de dimension finie 
et qui ne sont par consequent meme pas Q-coherents (par exemple, il suffit de considerer I'exemple donne par 
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Berthelot a la fin de BBer96bl ). Mais, nous disposons de theoremes d'algebrisation et de finitude de Christol-Mebkhout 
pour les isocristaux surconvergents sur les courbes lisses qui satisfont a certaines hypotheses de non Liouvillite (voir 
I'introduction de |CM01 1). Ces hypotheses de non Liouvillite sont resumes ici via I'appellation (d'origine controlee) 
« propriete {NL-NL) ». Par exemple, cette propriete (NL-NL) est satisfaite lorsque Ton dispose d'une structure de 
Frobenius. 

Dans ce papier, nous etablissons que la conjecture de Berthelot reste valable sans structure de Frobenius dans le 
cas des courbes pour les complexes se devissant en isocristaux surconvergents satisfaisant a la propriete (NL-NL) (en 
fait, on prouve un peu mieux via le theoreme |4.6t . 

Ce papier se compose d'une premiere partie oil nous faisons le lien entre les modules solubles utilises par Christol- 
Mebkhout et les isocristaux surconvergents decris via les D-modules arithmetiques de Berthelot. Dans une seconde 
partie, nous etudions les proprietes (en particulier I'holonomie) de 1' image du foncteur introduit par Christol-Mebkhout 
(que Ton appelle ici « foncteur de daguification ») dans leur theoreme d'algebrisation. Nous donnons dans une troi- 
sieme partie une interpretation via les D-modules de Berthelot du theoreme de finitude cohomologique de Christol et 
Mebkhout. Enfin, nous etablissons dans une derniere partie la conjecture de Berthelot sous les conditions [NL-NL) 
dans le cas des courbes. En particulier, nous obtenons une nouvelle preuve (on remplace ici le theoreme de la reduction 
semi-stable de Kedlaya par ceux cites ci-dessus de Christol-Mebkhout) de la conjecture de Berthelot avec structure de 
Frobenius dans le cas des courbes. 

Notations 

Soit V un anneau de valuation discrete complet d'inegales caracteristiques {0,p), de corps residuel k suppose parfait, 
de corps des fractions K. Soient X un V-schema projectif et lisse, Z un diviseur ample de X et U I'ouvert de X 
complementaire de Z. On suppose U ~ Spec A affine et on note j : U C X F inclusion canonique. On designe par 

et t/^ les V-schemas formels faibles lisses deduits par completion faible p-adique de respectivement X etU (voir 
IIMer72l ) ; par respectivement X et it les completes ;?-adiques ; par Xq, Uq et Zq les fibres speciales respectives de 
X, U et Z. On suppose pour simplifier que Xq est de dimension pure notee cIxq- On dispose du morphisme structural 
/ : X — !■ SpfV, des morphismes d'espaces anneles e : — > X et ej/ : U'^ ^ U . On note Jq : f/^ C I'inclusion 
canonique. Sans nuire a la generalite, nous supposerons que les fc-schemas sont toujours reduits. 

Nous utiliserons les notations usuelles sur les I>-modules arithmetiques que nous ne rappelons pas ici (e.g., voir 
MBer02l et le premier chapitre de rCar09b1). Le module des sections globales de faisceaux de la forme avec * et 
? quelconques est note D\, e.g. Dj/.q :— T{U ,Du^q), D^^^ ^ := r(f/'' etc. De plus, pour tout faisceau £ de 
groupes, on pose £q :— £ (g)^ Q. 

1 Isocristaux surconvergents sur Uq 

1.1 (Foncteur sp^). Soit £^ un 2)jyi Q-module coherent, O^t ^-coherent. On obtient un D^(^Zo)Q-module coherent 
en posant 

sp+(£^) := 2)!,(+Zo)q®,o,c^,.^;o*(£^)- 

Ce foncteur a ete defini dans fCarOSa] dans un contexte un peu plus general. Comme Z est un diviseur ample de X, 
nous pouvons dans notre contexte utiliser les theoremes de type A de Noot-Huyghe (voir LNH03|) pour les D lj.(^Zo)Q- 
modules coherents. Nous redemontrons et surtout affinons (via 1' isomorphisme [L4. 1 1 qui nous sera utile) dans notre 
contexte (plus facile) les resultats analogues avec structure de Frobenius de MCar07i ou sans structure de Frobenius de 
fCar09c] . 

1.2 (Categories d'isocristaux surconvergents sur Uq). • On note Isoc^(A^) la categorie des A^-modules coherents 

munis d'une connexion surconvergente. D'apres IIBer96al 5], cette categoric est canoniquement isomorphe a 
celle des isocristaux surconvergents sur Uq. 

• On note Isoc^(Oj;t q) la categoric des Dyt Q-modules coherents, O^t Q-coherents tels que le module de leurs 
sections globales soit un element de Isoc^(Ajj.). 
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• On note Isoc^(X,Zo/A') la categorie des D^('''Zo)Q-modules coherents, Ox(^Zo)Q-coherents. Cette categoric 
est canoniqucment (via les foncteurs quasi-inverses image directe et image inverse par le morphisme de specia- 
lisation de X) isomorphic a cellc des isocristaux surconvcrgents sur Uo- 

1.3. Via les theoreme de type A : 

• Les foncteurs sections globales r{U^ , — ) et Dyt ^Q®D^Q — (ou 0^T q ®Aq — ) induisent des equivalences quasi- 
inverses entre Isoc' (A^) et Isoc^(Oj/t q). 

• Les foncteurs sections globales r(X, -) et 'ril^C^Zo)^ 'Xi^t.jt^gjjj - (ou T^x C'Zo)iq'^DxOZo)q ~ °^ OxCZo)q (g)^^ 
— ) induisent des equivalences quasi-inverses entre Isoc^(A^) et Isoc^(X,Zo/A'). 

Proposition 1.4. Le foncteur sp^ se factorise en une equivalence de categories de la forme sp^ : lsoc^(0[;t jj) = 
Isoc^(X,Zo/A'). Pour tout £^ £ Isoc^(Oj/t q), on dispose en outre de I'isomorphisme canonique : 

^(x,sp+(£t))^^(^/^r). (1.4.1) 

Demonstration. Soit £ ' G Isoc ' (Oj/t q). D'apres le premier point de IL3I E'^ :— T{U\ £^) G Isoc ' (A^) et le mor- 
phisme canonique 2)^1 q i q ^ ^^'^ isomorphisme. En choisissant une presentation finie de E'^ , on deduit 
alors de ICar06al 2.2.9] I'isomorphisme canonique y'o*Dj/t q ®d^j^ ^ E'^ yo*(£^)- H en resulte I'isomorphisme 

sp+(£^) ^ ©|^CZo)q®d^.,. ^£^ - 2)i,(%)Q®o^(tZo)o£', (1-4.2) 

I'egahte decoulant de la formule Dx('2Q)q — fyi q verifiee par Noot-Huyghe (voir MNH031 "). D'apres [T31 S : = 
'Da;(^Zo)(Q ®o^(izo)Q -E^ G Isoc'''(X,Zo//:). II en resulte que le morphisme canonique 'D^('''Zo)q ®D^(tzo)Q 9 -J> 9 est 
un isomorphisme (e.g. il suffit de le voir en dehors de Z et utiliser la version analogue sans diviseur de liBer90i 2]). On 
en deduit I'isomorphisme : 

2)|^(tZo)Q®^^(.z„)^£^ ^ 2)3-rZo)Q®o^(tZo)Q£'- (1-4.3) 

D'apres le deuxieme point de ll. 3 1 on beneficie de I'isomorphisme dans Isoc^(X,Zo//r) : 1)x(J'Z,Q)i!i®o^(jzo)Q^'' — ^ 
'r'^-(^Zo)(Q) Cg)^t jt^o)^ ^ ' ■ composant ces trois isomorphismes, on obtient I'isomorphisme qui nous permet de 
conclure : 

sp+(£t) ^ 2)!,(tZo)QS5^^(.,.^^)^£^ (1.4.4) 

□ 

2 Foncteur daguification 

2.1. On note MC(Oj;t q) la categorie des Dj^t Q-modules coherents, O^t Q-coherents; MC(Oj/,q) la categorie des 
Dj/ (Q-modules coherents, 0(/ Q-coherents. On dispose du foncteur canonique : 

t : MC(Of/,Q)^MC(Oj;t_Q) (2.1.1) 

defini par £ i-> £^ := O^/t q, "X's-iOy q ^ Ce foncteur est bien defini d'apres le paragraphe 12.21 (plus precisement 
|2.2.2t . Dans la suite de ce chapitre, on se donne £ G MC(Oyi q)- On note £^ son image par le foncteur [2.1.1| et on 
pose£ :=r(t/,£) etfi'^ :==^(t/^£■^). 
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2.2 (Description du foncteur t). D'apres les theoremes de type A sur les 0(/,Q-modules ou D[/,Q-modules coherents, 
on dispose des isomorphismes canoniques : 

Ou,Q^AqE Df/,Q Q £■ ^ £. (2.2.1) 

Comme le morphisme canonique Oyt q (^^-iq^^ E^^Djj.q — S> Dj^t q est un isomorphisme, comme le foncteur [2. 1.11 
est exacte a droite, comme E un Dj/ Q-module de presentation finie, on en deduit les isomorphismes canoniques : 

OuKq^AqE ^ By.,. Q®D„,o£ ^ £^ (2.2.2) 

Via le theoreme de type A sur les T)^^■ Q-modules coherents, il en derive Dyt q ^ E E\ 

Lemme 2.3. Le T)x,Q-module est coherent. De plus, pour tout I ^ dx^, £xf^^^(7'*(£),I)x.Q) = 0. 

Demonstration. L' assertion est locale en X. On peut supposerX affine, muni de coordonnees locales et Z defini par une 
equation locale. D'apres le theoreme de type A sur les 2)f/ Q-modules coherents (resp. les Q-modules coherents), 
E := r{U, £) est un r{U, 2)[/ Q)-module coherent (resp. r{U, Q)-module coherent). Or, r{U, I'j/ q) — r{UK, '^Uk) 
et r(f/, Of/,Q) = T{Uk, Ouk)- On note J := Du^ ®r{UK,'T>y^)E Ouk ®r{UK.Ou^)E le I»f/^ -module coherent, Ou^- 
coherent correspondant. 

Comme Uk est une variete sur TiT qui est de caracteristique nuUe, comme 3^ est un -module holonome (car Ouk' 
coherent), alors par preservation de I'holonomie par image directe, jK*{3^) est une D^/^-module holonome. Comme 
rentier dxg est aussi la dimension de Xk, d'apres les theoremes de type A et B, il en resulte que r{XK,jK*{3^)) 
est un Dx^-module coherent et que, pour tout I ^ dxQ, Ext^^ {r{XK,jK*{3^)),Dxf:) — 0. Comme Dx.Q = Dxf^ et 
r(X,7*(£)) = r{XK,jK*i3'j), alors r(X,y*(£)) est Dx,q -coherent. La quasi-coherence de j*{£.) nous permet alors 
d'en conclure que (£) est Dx.Q-coherent. Via les theoremes de type A et B, il en resulte que £xfL (y* (£) , Dx.q) = 

si et seulement si ExtQ^^(r(X,y*(£)),Dx.Q) = 0. D'oii le resultat. □ 
2.4. Grace au lemme |23l on obtient un D^t Q-module coherent en posant 

yl(£) Bxt,Q®s-iB;,.oe"' (;*£)■ (2-4.1) 

Definition 2.5 (Holonomie). D'apres MCar09al , un Q-module S est par definition holonome s'il est Q-coherent 
et si, pour tout entier / ^ dx^, £xf' .|. (S, 23^ q,) = 0. Lorsque Ton dispose d'une structure de Frobenius, on retrouve 
la definition de Berthelot. 

Lemme 2.6. Avec les notations de \2.4\ le ^-module CD^ q, ^ 7* (£) holonome. 

Demonstration. La 2)^ q -coherence de 9 '■— 23^- q ®d^.^ ^ y*(£) se deduit du lemme [273] Soit Z ^ t/^o un entier. 
Pour verifier que ^xt'^^^ (D^ ^ ^B^^ q) = 0, on se ramene au cas oil X est affine. Comme I'extension 

Dx,Q — > D^^{^Zo)q est plate, cela resulte alors de |2.3l □ 
Lemme 2.7. Avec les notations de \2.4\ on dispose de I 'isomorphisme canonique de D^^(^ Zo)iQ-modules coherents : 

2)!,(tZo)Q®i,^,_^ ;■:(£) ^ sp+(£+). (2.7.1) 

Demonstration. De maniere analogue a 12.2.21 on verifie que le morphisme canonique £^ — > Dj^t q ®£-iDy q £ ' (£) 

est un isomorphisme. II en resulte yo(y*(£)) — > '^uf q ®£-lT>^Q ^ H£) ^ — £^- adjonction, on obtient alors 

le premier morphisme 7o*(£' ) ^ sp^(£^). On en deduit par extension le morphisme 12 . 7 . 1 1 voulu. Enfin, ce 

morphisme est un isomorphisme car il Test en dehors de Z. □ 
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3 Conditions {DNL-NL) et {NL-NL) 



Afin d'utiliser les definitions et resultats de Christol et Mebkhout, nous supposons dans cette section que Xq est de 
dimension pure egale a 1. Pour simplifier, on suppose en outre que tous les points fermes de Zj^ soient A;-rationnel. 
Soit £^ e Isoc^(Oyt q). Pour tout point ferme x de Zk, nous notons le 3?A:-module associe a £^ en jc (£j est une 
extension du module des sections sur le tube ]x[x de x dans X de I'isocristal surconvergent Uq associe a en effet le 
tube \x\x est isomorphe a la boule unite ouverte). Considerons les proprietes suivantes qui apparaissent dans BCMOll 
5] (nous y renvoyons le lecteur pour plus de details, ainsi qu'a IICM02I ) : 

1 . pour tout point ferme x de X^-, E,\ a la propriete [DNL) ; 

2. pour tout point ferme x A&Xk, t\ a la propriete {NL) ; 

3. pour tout point ferme x de End^j^ ((£|.)>o) a la propriete [NL). 

Definition 3.1. • On dira que £^ verifie la propriete (DNL-NL) (resp. (NL-NL)) si les conditions [T]et [3] (resp.|2] 
et[3]l sont satisfaites. Rappelons que la condition|2]est plus forte que la[T] La propriete (NL-NL) est done plus 
forte que (DNL-NL). 

• On dira qu'un objet de Isoc^(X,Zo/A') verifie la propriete (DNL-NL) (resp. (NL-NL)) si I'objet (a isomor- 
phisme pres) de Isoc^(Ofyi q) correspondant via I'equivalence sp_|_ de l 1.41 verifie la propriete (DNL-NL) (resp. 
(NL-NL)). 

3.2 (Theoremes d'algebrisation et de finitude de Christol-Mebkhout). On dispose des theoremes de Christol et Meb- 
khout (voir IICMOU 5]) : 

1. Si £^ verifie la propriete (DNL-NL) alors, quitte a faire une extension finie du corps de base K, £^ est dans 
r image essentielle du foncteur t de |2.1.1| 

2. Si £^ verifie la propriete (NL-NL) alors les /f-espaces de cohomologie de de Rham /7-adique 

Homa,^^.JOj,i.Q,£^),Exti,^^JOt,t,Q,£^) (3.2.1) 

sont de dimension finie. 

Traduisons a present le theoreme de finitude de Christol et Mebkhout dans le langage des D-modules arithmetiques 
de Berthelot : 

Proposition 3.3. Si £^ verifie la propriete (NL-NL), les espaces de cohomologie de /+(sp^(£^)) sont de dimension 
finie. 

Demonstration. 1) On a : MHomx)^.^^(Oj;i q, £^) — > Mr(f/^,— ) o]R5{oOTD^^^(0(yt q,£^). D'apres le theoreme 
de type B, les termes du complexe WKomD^^^(Ojj', q,£^) — > £i^.|. q®0^ji^ £^ sont acycliques pour le foncteur 
T(U\~). Ilenresulte : RHom^ (0^. ^,£t) ^ RHom^^, JaJj,£+). 
1') De la meme fa9on, grace aussi ^ 11.4. II on obtient le premier isomorphisme : 

RHomo^,jA^,£^) RHomi,^(tzo) JOa;CZo)Q,sp+(£^)) ^ RHom©^ JOs.Q,sp+(£t)). 

2) Comme I'extension ©x.Q ~^ 2)^ ^ est plate, comme le morphisme canonique Dl^ q ^d^, q Ox,Q ~^ O^.q est un 
isomorphisme, on obtient alors le premier isomorphisme : 

RHoma)^Q(Ox.Q,sp+(£^)) ^ RHom^^^(Ox,Q,sp+(£^)) ^ /+(sp+(£t))hfl'x]. 

3) En composant les isomorphismes de 1), 1') et 2), on obtient : 

RHomD^,^(Oj;i- Q,£^) ^ /+(sp+(£'))Mx]. 
On en deduit la proposition grace a l3.2l2l □ 
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4 Condition (NL-NL) et stabilite de I'holonomie 

Nous supposons dans ce chapitre que Xq est de dimension pure egale a 1 . 

Proposition 4.1. Soil S G ^coh(-^xiQ) (''^^P- S G ^hoi(-^XQ)'' ^''^ '^■^ espaces de cohomologie de /+(S(^Zo)) 
soient de dimension finie. Alors S(^Zo) G ■Dcoh(-^X q) f'"^*/'- S(^-Zo) S ■Ohoi(-^x q)-*- 

Demonstration. La preuve est identique a celle de MCar06bl 2.3.2] : si deux des complexes d'un triangle distingue sont 
coherents (resp. holonomes) alors le troisieme Test aussi. En appliquant le foncteur /+ au triangle de localisation de S 
relative a Zo, il en resulte la coherence (resp. holonomie) de f+'S^Zoi^)- theoreme de Berthelot-Kashiwara, 

cette coherence (resp. holonomie) est equivalente a celle de Kr^^ (S)- Grace au triangle de localisation de S relative a 
Zo, il en resulte alors celle de S- □ 

Proposition 4.2. Soit V une extension finie d'anneau de valuation discretes complets d'inegales caracteristiques 
(0,/?). On pose X' Xspf[v) Spf(V') le V -schema formel lisse deduit par changement de base et a : X' X la projection 
canonique. Soit S un Dt^ C'Zo)Q-module coherent. Alors S est ^-coherent ( resp. holonome) si et seulement si a* (S) 
est 33 ^, ^-coherent (resp. holonome). 

Demonstration. Si S est 2)^ Q-coherent (resp. holonome), il est alors immediat (voir IIBer02ll ) que a*(S) soit D^, q- 
coherent (resp. holonome). Reciproquement, supposons que a*(S) soit 2)^, ^-coherent. Comme 1' assertion est locale, 
on se ramene au cas oil X est affine. Posons G := r(X, S) et Zq := a^' (Zq). 

0) Comme dans le cas des 2)-modules en caracteristique nulle, on verifie que le morphisme canonique 1)!^., (^Zq)q — > 
a*I'^(^Zo)Q est en fait un isomorphisme et que le morphisme que Ton en deduit a^'D^-(^Zo)Q I'^,(^Zq)q est un 
morphisme d'anneaux (voir MBer02l 2.2.2]). On obtient ainsi les extensions Z)^(^Zo){Q) D^,(^Zq)q etZ)^ q ^^x' Q' 

1. 1) Comme S est ('''Zo)Q-coherent, par theoreme de type A : r(X',a*(S)) — > D^.,(^Zq)q(8)^i- ^^^^^^G. Comme 
le morphisme canonique Z)^, q D^(^Zo)q — D^, (^Zq)q est un isomorphisme, il en resulte r(X',a*(S)) — > 

1.2) Or, d'apres un theoreme de type A, r(X', C)C*(S)) est D^, ^-coherent. De plus, le morphisme/)^ q — > D^, ^ est 

fidelement plat car il se deduit par extension du morphisme V V. Cela implique alors que G est un q,-module 
coherent. 

II) Soit a une section globale de 0^ et notons a' la section globale de 0^/ deduite. De maniere analogue a I.l), 
comme g|X„ est 'D'^^^^('Zq nX„)Q-coherent, on verifie r(X^,,a*(S)) ^ f^/ ^ "Ei^t r(X„, S). Comme a*(S) est 

Q-coherent, r(X[,,,a*(g)) est D"^,^ ^j-coherent et r(X^,,a*(g)) ^ D^,^ ^ (g)^i- r(X',a*(g)). Via la conclu- 
sion del. 1), il en decoulele premierisomorphisme : r(X',,a*(g)) dL j^(g)„t G-^DL ^(g)„t (£>t fT,'8)nt 
G). Comme r extension dIj. q — >^ Z)^, est fidelement plate, il en resulte que le morphisme canonique q'^d' 

G r(Xfl, S) est un isomorphisme. D'apres le theoreme de type A pour les ^-modules coherents, cela implique 
la 2)^ Q-coherence de S. 

III) Si a*(S) est un 2)^., ^-module holonome alors d'apres I'etape precedente, S est un 2)^- Q-module coherent. 
Comme I'extension a^^2)Ij. q — ^ 2)^, ^ est plate, comme a*(S) est holonome, il en resulte que S est holonome. □ 

Definition 4.3. Soient 7b un diviseur de et S G D^oIi{'^xCTo)q). On dit que 9 verifie la propriete (NL-NL) s'il 
existe un diviseur Z' de X tel que U' :~X\Z' soit affine, Zq := Z' (g)v A: D Tq et, quitte a faire une extension finie de 
la base, pour tout / G Z, 2-C'S(^Zq) soit associe a un isocristal surconvergent sur Uq U' (K)v k qui verifie la propriete 
(NL-NL). 
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Exemples 4.4. Avec les notations de 14.31 en notant ^ := X\ To, les F-complexes 9 de ^-£^coh(-^^(^-^o)Q) ^^^^ 
9|y est holonome verifient la propriete (NL-NL). En effet, cela resulte de IIBer02l 5.3.5.(i)], IICar06 b', 2.2.12] et du fait 
qu'un F-isocristal surconvergent sur une courbe lisse verifie la propriete (NL-NL). Le theoreme ci-dessous est done 
une extension au cas sans structure de Frobenius de la conjecture « forte » de Berthelot. 

Theoreme 4.5. Soient Tq un diviseur de X et ^ ^coh(-^x(^"^o)Q) satisfaisant a la propriete (NL-NL). Alors 9 G 

Demonstration. Grace a 14. 21 quitte a faire une extension finie de la base, on supposer qu'il existe un diviseur Z' de X 
tel que U' ■.— X\Z' soit affine, Zq := Z' Cg)v k D To et, pour tout I £ Z, 5{'9(^Zq) soit un isocristal surconvergent sur 
U' C^v k qui verifie la propriete (NL-NL). II decoule alors de |3.3| que les espaces de cohomologie de /+(5{'9C^Z^)) 
sont de dimension finie. D'apres |276l et I2.7T1 il existe un 2)^ Q-module holonome 9z tel que !K'9(^Zq) 9/(^Zq). 
II resulte alors de 14. II que J{'9(^Zq) est un 2)1^. ^ -module holonome. On a ainsi etabli que 9(^Zq) e ^hoi('^XQ)- 
On peut supposer Zq et To reduits. Soit Zq tel que Zq soit la reunion disjointe de 7b et Zq. Comme 9(^Zq) 
9(^Zq) (e.g. cela decoule de llCar041 2.2.14] et du fait que 9 G ^coh(-^a;(' -^o)q)), on deduit du triangle de localisation 
de 9 en Zq' que Kr^„(9) G D^^^^('D]^(''To)q). Soient m : Z" X un relevement de Zq' X. Comme Zq n Tq est 

vide, comme m+m'(9) — > KrL(9) est a support dans Zq, il resulte alors du theoreme de Berthelot-Kashiwara que 

m'(9) est un isocristal convergent sur Zq (comme Zq est de dimension nulle, etre un ©Q-module coherent sur Zq 
ou un isocristal convergent sur Zq sont deux choses equivalentes). En particulier, le module m'(9) est holonome (les 
isocristaux convergents sont toujours holonomes car leur dual comme D^-module est le meme que comme isocristal 
convergent, ce dernier n'ayant qu'un terme : voir iCarOSI ). Comme u est une immersion fermee, le foncteur m+ 
preserve I'holonomie (en effet, cela resulte du theoreme de dualite relative et de I'exactitude de m+). On en deduit que 
W!z"i9) e Dl^iC^^ q)- Via le triangle de localisation de 9 en Z^', il en derive que 9 G Z^hoiCD^ q). 

□ 

CoroUaire 4.6. Soient To un diviseur de X et un 'D\^(''To)Q-module coherent, Ox(' To)Q-coherent qui verifie la 
propriete (NL-NL). Alors 9 est un ^-module holonome. 
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